VIII. KOMBINATORIKA A PRAVDEPODOBNOST

Pozn.:

Def.:

Pozn.:

§1. Zakladni kombinatoricka pravidla

Pravidlo souctu
Necht’ M je konecna mnozina, M;, M>,... , My, k N, jsou jeji podmnoziny takové, ze
L. M;UMUO...UM=M
II. M; n M;= 0 prolib. 7, jU{1,2,....,k},i # j (tzn. mnoZiny M; az M jsou po
dvou disjunktni).
Pak plati |M| = |M;|+|M>|+...+|M,|, kde symbolem |M|, resp. |[Mj| znaCime pocet
prvkd mnoZiny M, resp. M;.

[Dk.: ]

Véta V.1.1 aplikuje pojem tzv. rozkladu mnoZiny M pro piipad, kdy je mnoZina M
konec¢na.

Necht’ M je neprazdna mnoZina. Rozklad R mnoZiny M zna¢ime R(M) a definujeme
jako neprazdny systém neprazdnych podmnozin M;,M,, ..., My,..., kN, pro které
plaiM; UM U... UM UO...=M , M,nM,=U prolib. i, jU{1,2,....k,..}, i # j.

Mnoziny M;, M3, ..., My, ... nazyvame tfidami rozkladu R(M).

Pravidlo soucinu

Necht M; M> .. M,k 1N, jsou konecné mnoZiny takové, Ze |M;| = m; |M>| = my, ..
|My| = my , pak plati:

| M, xM,*x..xM, |=m, ln, L1.ln,,

kde M, xM,x..xM, ={[q,,a,,....,a,],a UM,,a, UM,,...,a, UM, }

[Dk.: ]

Pravidlo soucinu se v kombinatorice formuluje vétSinou takto:

Lze-li uspotfadanou k-tici objektl vybrat tak, Ze prvni prvek vybirame m; zplsoby,
druhy prvek vybirame m, zplisoby,..., k-ty prvek vybirdme my zplsoby a pfitom
vybéry jednotlivych prvki na sobé nezaviseji, pak je pocet vSech uspotadanych k-tic
m, Un, Ll.0n, .

Dirichletiiv princip

Ma-li byt alespon nk + 1 ptedmétti rozdéleno do k ptihradek, pak alespon v jedné
piihradce je alespon n + 1 predméta.

[Dk.: ]



Def.:

Def.

Def.

Pozn.:

Def.:

Pozn.:

Pozn.:

§2. Poradi, variace, kombinace bez opakovani

Necht M je kone¢na n-prvkova mnoZina (|M| = n).

Uspotadanou n-tici prvki z mnoZiny M, v niZ se kazdy prvek vyskytuje pravé jednou,
nazveme pofadim prvkid z mnoZiny M (potfadi z n-prvki, permutaci z n-prvki).

Pocet vSech potadi z n prvkli ozna¢me P(n).

Pro OnU N plati:
P(n)y=nl(n-1)[...11=n! (cteme faktorial)
[Dk.: ]

Pro lib. ¢islo nlJ N definujeme
n=nl(n=-1L.I1

0=1
a nazveme n-faktorial

Necht’ M je kone¢né n-prvkova mnoZzina, k <n.

k-prvkovou variaci z prvkti mnoziny M (k- prvkovou variaci z n prvku, variaci k-té
ttidy z n prvkil) nazveme libovolnou usporadanou k-tici, v niz se kazdy prvek
vyskytuje nejvyse jednou.

Pocet vSech k-prvkovych variaci z n prvkil budeme znacit V(k, n).

Necht k, nll N, k < n. Pak plati:
Vik,n)=nln-1)L.Un-k+1) =

k—cinitelu

nl(n=-D0L.I(n—-k+D)I(n-k)[...1 _ n!
(n—k)l.O (n—k)!

[Dk.: ]
Poradi n-prvkové mnoZiny je tedy n-prvkova variace n-prvkové mnoZiny.

Necht' M je kone¢na n-prvkova mnozina. Necht kLI Ny, k<n.
Libovolnou k-prvkovou podmnoZinu mnoZiny M nazyvame k-prvkovou kombinaci
prvki z prvkd mnoZiny M (k-prvkovou kombinaci z n prvki, kombinaci k-té tiidy z n

prvka).

Pocet vSech k-prvkovych kombinaci vSech prvka znacime K(k, n).

1. Misto pojmu podmnoZina bychom mohli hovofit o neusporadané k-tici prvki
mnoziny M, v niZ je kazdy z prvkl pouzit nejvyse jednou.
2. Variace a kombinace se tedy 1i$i uspofddanosti.

Necht’ k, nlJ Ny, k < n, pak plati:

! - —
K(k,n) = Vikkn) . nl _nln-DlL.I(n—k+1)
P(k) (n—=k)!k! !

[Dk.: ]

Pro n=0 a k=0 klademe K(0,0) =1 (nebot’ 0! = 1)



Def.: Necht k, nlJ Ny, k < n, pak definujeme

n n! . « ., n L Y
=——, Cteme ,,n nad £k a vyraz nazyvame kombinacnim ¢islem (resp.
k] (n—k)k! k

binomickym koeficientem).

o) ()

n
2. vzhledem k tomu, Ze kombinacni ¢islo udavé pocet v§ech podmnozin = (k] LN

Necht' k, n] Ny, k < n, pak plati

(o5
(1) lenf=li) 2o

[Dk.: ]



§3. Binomicka véta

Binomicka véta
OnrUN; Oa,bll R:

@+b) = " lap® +| "t + | Harpr | T a4 et => o p*
0 1 2 I’l—l n k=0 k
[Dk.: ]
Pozn.: Binomicky rozvoj (a +b)" obsahuje n +1 s¢itanct.

n
k-ty ¢len rozvoje je tvaru (k ch”_“‘_”b"_1

Pozn.: Pro rychly vypocet koeficienti zapisujeme kombinacni ¢isla do tzv. Pascalova
trojuhelniku.

Pascaliiv trojuhelnik

. o) () )G

Pozn.: Z binomické véty dostavame pro a), b) zajimavé soucty a vzorce
a) a=b=1

S, = (1+1)" :(gj+(’fj+(2j+...+(2j=2" :;(ijz"

Je to pocet vSech podmnoZin n-prvkové mnoZiny

b) a=1,b=-1

S, =(1+(-1)" = @ —m +@ o+ <—1)"(Z] =0= i(—l)k@ =0



Def.:

Pozn.:

Def.:

Pozn.:

Def.:

Pozn.:

Pr.!:

§4. Poradi, variace, kombinace s opakovanim

Necht’ je dano n; prvki prvniho druhu, n, prvkt druhého druhu, ..., n; prvka d-tého
druhu (prvky téhoz druhu povazujeme za nerozliSitelné). Necht' n;+ny+... +n; = n.
Potradim s opakovanim (permutaci s opakovanim) z n; prvka 1.druhu, n, prvka
2.druhu, ..., ngprvkl d-tého druhu nazveme kazdou usporadanou n-tici, ktera
obsahuje n; prvkt 1.druhu, n; prvki 2.druhu, ..., ng prvki d-tého druhu.

Pocet vSech téchto pofadi oznalime P, (n,,n,,...,n,).

Dv¢ poradi s opakovanim povazujeme za rizn4, jestliZe alespon na jednom misté jsou
prvky riznych druht.

Necht ny, ny, ..., ng U N jsou Cisla takova, Ze n;+ ny+ ...+ ny = n . Pak plati:

"o (i")

P (n,,n,,.,n, )= =

n!n,l.n,! ” .
l
i=

Necht’ je ddno n; prvka prvniho druhu, 7, prvki druhého druhu, ..., ng prvki d-tého
druhu. Necht kK I N: k < n, pro Ui U{1,2,...,d}

k-prvkovou variaci s opakovanim z prvki danych d druhii nazveme kazdou
usporadanou k-tici vytvotenou z prvki téchto d druhd.

Pocet vSech téchto variaci oznacime V, (k,d) .

[Dk.: ]

Dvé variace s opakovanim povaZzujeme za riizné, jestliZze alespon na jednom misté
jsou prvky raznych druht.

Pro Ok, d [J N plati:
Vy(k,d)=d M 0.0H=d"
k

[Dk.: ]

Necht’ je dano n; prvki prvniho druhu, n, prvkt druhého druhu, ..., n; prvka d-tého
druhu. Necht k ON: k <n, pro Ui U{1,2,...,d}.

k-prvkovou kombinaci s opakovanim z prvki danych d druhii nazveme kazdou
neuspotadanou k-tici vytvorenou z prvki téchto d-druht.

Pocet vSech téchto kombinaci ozna¢ime K, (k,d) .

Dvé kombinace s opakovanim povazujeme za rizné, jestlize se li§{ poctem prvkl
alespon jednoho druhu.

(k+d-1) (k+d-1) (k+d-1
Ok dON: K,(k,d)=P(k,d-)=~_ 2"V = -
k\(d -1)! k d-1

[Dk.:! ]



§5. Kombinatorické alohy s omezujicimi podminkami
Pt 1.

§6. Kombinatoricka geometrie
Pt !.:

§7. Soucty k-tych mocnin
Pozn.: Jsou to soucty typu:
S, (n)y=1"+2"+_.+n*, k ON,
S,(n)=n

S, (n) = n(n+1)

Uk,n N:
k k+1 k+2 k+n-1 k+n
+ + +...+ =
k k k k k+1
[Dk.:
n n+l
+ =
k+1j (k+1j
k+1 k+1 k+1 k+2 k+n-1 k+n-1 k+n
=1= , + = = .= + =
k+1 k+1 k k+1 k+1 k k+1

Pozn.: k=1

HRURHIE Y

_nln+l) nl{n+1)
2 2

X X3

]

1+2+3+...+n=

k=2

UL P

+] [+ |+t =

2 2 2 2 3

+3Q+4B+m+(n+l)ﬂn :n(n+1)(n+2)
2! 2! 2! 3!

K

= S§,(n)=

1

S;(”):2K:2U+3E2+4B+...+(n+1)gnzw

S, (n) =ii(i+1) =i(i2 +) =P +D)+ 27 +2)+ (3 +3)+...+(n" +n)

S;(n)=S,(n)+S,(n)=S,(n)=S,(n)—S,(n)
n(n+l)(n+2) n(n+l) _ nn+)(2n+1)

S =
(1) 3 2 6




§8. Princip inkluze a exkluze

Pozn.: |M|... pocet prvkii mnoZiny M
Je-li dano k kone¢nych mnozin M; M, .. M,, vyjadiime pocet prvki jejich sjednoceni
pomoci poctu prvklt mnozin a jejich priniki:
k=2:
M U Ma|=|M;|+|Mz|-| M; 0 Mo

k=3:
|M; U My U Ms|=|M;|+|Ma|+|M3|-IM; 0 Ma|-|M; n Ms|-|IM> n Ms|+|M; n M n M;s|
M,
M, ( M,
M3 M2
Princip inkluze a exkluze
Necht M; M;, .. My jsou kone¢né mnoZiny. Pak plati:
M, OM,0..0M,|=|M|+|M,|+..+|M,|-
~M A M| =M, M,|~..~|M, A M, |-..~|M_ M|+

HM, a M, M|+ M 0 M M |-

+(-D"' M nM, .0 M|

— z (_1)r+1
kde se s¢ité pres vSechny neprazdné podmnoziny {j, j,..., j,} mnoziny {1,2,...,r}
[Dk.:

Zvolme libovolny prvek mUM, UM, ..M, .

Je zfejmé, Ze na levé stran¢ je prvek m zapocitan jednou.

Necht M, My, ... My, jsou pravé ty mnoZiny, ve kterych se prvek m nachazi, tzn.

mM, nM,_n..nM, .

9

M,nM,n.nM,

Prvek m je zapo¢itin v téch mnoZindich M, n M, n..n M, pro které plati:
1 J2 Ir

O#{j,JysJ. ) 0{q,95559, ).

r

. VoW S v 7 d
Ur U{1,2,...,s} je prvek m zapocitan v ( J sCitancich tvaru

M. nM. n.nM, pro r>s vzadném.
J1 J2 Jr

Celkovy ,,piispeévek* prvku m na pravé stran¢ vzorce:

R e A e Rt

0




Pozn.:

Pozn.:

Pr!:

Uvedeny soudet ma 2* —1 s¢itancd.
Soucet je zapsan tak, Ze na i-tém tadku jsou scitance, které odpovidaji i-prvkovym
podmnozindm z mnoZiny indexu {1,2,...,k} (viz. V.8.1.), kdy na i-tém tadku budu mit

k
celkem (
i

J s¢itancu.

Princip inkluze a exkluze se pouziva k ur¢eni poctu objekti, které maji alespon jednu
z vybranych k-vlastnosti. Oznac¢ime-li pro Ui [{1,2,...,k} M; mnoZinu vSech objektt,
které maji i-tou vlastnost, pak hleddme pocet prvkl mnoziny M; U M, LI [l My,
tedy |M; O M, O . [0 My].



